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Introducción

 El péndulo invertido sobre un carro es un ejemplo clásico no lineal de un 
sistema sub-actuado (T. Hermi, et al, 2009).

 Péndulo invertido: marco de referencia inercial y marco de referencia no 
inercial (E. Tocaci, 2012).

 Algunas configuraciones de los péndulos: Péndulo simple, péndulo rotatorio, 
péndulo Foucault, Péndulo sobre un carro, péndulo doble (J. Rubi, et al., 
2002).



Introducción

 Péndulo doble (Spong, et al., 1995): Pendubot y Acrobot.

Métodos de control enfocados en las tareas de postura y/o balance.

 Control Robusto:

SMC Sliding Mode Control – Control por Modos Deslizantes (J. Slotine, et al., 1983).

ST Super-Twisting – Super Torsión.

Second ASMC Second Adaptive Sliding Mode Control Law – Segunda ley de Control 

Adaptable por Modos Deslizantes (V. Utkin, et al., 2013).



Modelo Matemático del Acrobot sobre un carro

Figura 1 Péndulo Acrobot sobre un carro en un marco de 

referencia no inercial. Fuente: Elaboración propia.

𝑀 𝑞  𝑞 + 𝐶 𝑞,  𝑞  𝑞 + 𝐺 𝑞 = 𝑄 (1)

 w =Aceleración horizontal del carro.

𝑥=Desplazamiento horizontal del carro.

q1=Ángulo entre el eslabón 1 y la horizontal.

q2=Ángulo entre el eslabón 2 y el eslabón 1.

𝑔=Aceleración gravitacional.

𝑚1, 𝑚2=Masas de los eslabones 1 y 2.

𝐿1, 𝐿2=Longitudes de los eslabones 1 y 2.

𝑙𝑐1, 𝑙𝑐2=Distancia del eje del centro de masa de los eslabones 1 y 2.

𝐼1,𝑧𝑧, 𝐼2,𝑧𝑧=Momentos de inercia de los eslabones 1 y 2.



Modelo Matemático del Acrobot sobre un carro

Matriz de inercia

Matriz de Coriolis y Fuerzas centrípetas

𝑀 𝑞 =
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22

𝑀11 = 𝑚2𝐿1
2 +𝑚1𝑙𝑐1

2 +𝑚2𝑙𝑐2
2 + 𝐼1,𝑧𝑧 + 𝐼2,𝑧𝑧 + 2𝑚2𝐿1𝑙𝑐2𝑐𝑜𝑠(𝑞2)

𝑀12 = 𝑀21 = 𝑚2𝑙𝑐2
2 + 𝐼2,𝑧𝑧 +𝑚2𝐿1𝑙𝑐2𝑐𝑜𝑠(𝑞2)

𝑀22 = 𝑚2𝑙𝑐2
2 + 𝐼2,𝑧𝑧

𝐶 𝑞,  𝑞 =
−2𝜙  𝑞2 −𝜙  𝑞2
𝜙  𝑞1 0

𝜙 = 𝑚2𝐿1𝑙𝑐2 sin 𝑞2



Modelo Matemático del Acrobot sobre un carro

El vector de Gravedad es

Vector de fuerzas generalizadas

 ℎ1 = 𝑚1𝑙𝑐1 +𝑚2𝐿1 𝑐𝑜𝑠(𝑞1

)ℎ2 = 𝑚2𝑙𝑐2co s( 𝑞1 + 𝑞2

𝐺 𝑞 =  (ℎ1 + ℎ2 ℎ2𝑔
𝑇

𝑄 = 𝛿1 𝜏 + 𝛿2
𝑇

donde 𝜏 ∈ ℝ es el torque de entrada, y 𝛿1, 𝛿2 ∈ ℝ son los efectos no inerciales.

𝛿1 = [ 𝑚1𝑙𝑐1 +𝑚2𝐿1 sin 𝑞1 +𝑚2𝑙𝑐2 sin 𝑞1 + 𝑞2 ] 𝑤

𝛿2 = [𝑚2𝑙𝑐2sin(𝑞1 + 𝑞2)] 𝑤



Modelo Matemático del Acrobot sobre un carro

Espacio del estado

La dinámica del Péndulo es dada por

𝑓1 𝑡, 𝑞 𝑡 =  𝑀11 𝛿1 + 𝜇1 +  𝑀12 𝛿2 + 𝜇2

𝑓2 𝑡, 𝑞 𝑡 =  𝑀12 𝛿1 + 𝜇1 +  𝑀22 𝛿2 + 𝜇2

𝜇1 = −𝜙  𝑞2
2 − 2𝜙  𝑞1  𝑞2 + ℎ1 + ℎ2 𝑔

𝜇2 = 𝜙1  𝑞1
2 + ℎ2𝑔

 𝑀11 =
𝑀22

𝑀11𝑀22 −𝑀12
2

 𝑀12 =  𝑀21 =
−𝑀12

𝑀11𝑀22 −𝑀12
2

 𝑀22 =
𝑀11

𝑀11𝑀22 −𝑀12
2

 𝑥 =

𝑥3
𝑥4

𝑓1 )𝑡, 𝑥(𝑡 +  𝑀12𝑢 𝑡

𝑓2 )𝑡, 𝑥(𝑡 +  𝑀22𝑢 𝑡

𝑥 ≔ 𝑞1, 𝑞2,  𝑞1,  𝑞2
𝑇

(3)

(2)
= 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4

𝑇



Modelo Matemático del Acrobot sobre un carro

Condición inicial

Variable deslizante elegida

x 0 = 𝑥1 0 , 𝑥2 0 , 𝑥3 0 , 𝑥4 0 =
𝜋

2
, 0,00

𝑠 ≔ 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4, 𝑐1, 𝑐2 > 0

(4)

(5)



Diseño del Control Adaptable

 𝑠 = 𝑓1 𝑥, 𝑡 + 𝑓2 𝑥, 𝑡 + 𝑐1𝑥3 +⋯+ 𝑐2𝑥4 +  𝑀12 +  𝑀22 𝑢 𝑡

donde  𝑀 =  𝑀12 +  𝑀22, y los efectos no deseados 𝑓1 𝑥, 𝑡 + 𝑓2 𝑥, 𝑡 se agrupan

𝜏 𝑡 = −
1

 𝑀
𝑢 + 𝑐1𝑥3 + 𝑐2𝑥4 , 𝑐1, 𝑐2 > 0

= 𝜑 𝑥, 𝑡 + 𝑐1𝑥3 + 𝑐2𝑥4 +  𝑀𝜏

)𝜑 𝑥, 𝑡 ≔ 𝑓1 𝑥, 𝑡 + 𝑓2(𝑥, 𝑡

La propuesta del control 𝜏 𝑡



Diseño del Control Adaptable

El control 𝜏 𝑡

 𝑢 𝑠, 𝑡 = −𝐾 𝑡 1 + 𝜆 𝑥
2
+ 𝜖 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠 𝑥 )

donde la ganancia 𝐾(𝑡) puede variar en un rango de 𝜂, 𝑘+ , 𝜂 > 0 es un mínimo 

valor de K, 𝜆 ≥ 0, 𝜖 > 0. El parámetro 𝜖 es introducido para obtener solo valores 

positivos para K.

𝜏 𝑡 = −
1

 𝑚
(𝐾 𝑡 1 + 𝜆 𝑥

2
+ 𝜖 ∗ 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠 + 𝑐3𝑥3 + 𝑐4𝑥4

(6)

(7)



Simulación de Resultados

Notación
Valor

numérico
Notación

Valor

numérico

𝒎𝟏

𝒎𝟐
0.265kg

𝑙𝑐1
𝑙𝑐2

0.103𝑚

𝑳𝟏
𝑳𝟐

0.206𝑚
𝑰𝟏,𝒛𝒛,

𝑰𝟐,𝒛𝒛

2.3428𝑥10−4

𝑘𝑔𝑚2

𝒄𝟏 1 𝒄𝟐 3

𝜼 0.001  𝒘 0.5𝑚/𝑠2

𝒌+ 3 𝒈 9.81𝑚/𝑠2

𝝀 3.2 𝝐 0.003

𝐏 −0.0115 𝒄𝟑, 𝒄𝟒 1

𝑰 −0.0017 𝐃 −0.0183

Tabla 1 Parámetros para la simulación del Péndulo Acrobot sobre un carro del

control ASMC y el PID. Fuente: Elaboración propia.



Simulación de Resultados

Figura 2   Respuesta del estado 𝑥1 con ASMC del 

Péndulo Acrobot sobre un carro. Fuente: Elaboración propia.

Figura 3   Respuesta del estado 𝑥2 con ASMC del 

Péndulo Acrobot sobre un carro. Fuente: Elaboración propia.

Figura 4   Respuesta de los estados 𝑥3 y 𝑥4con ASMC del Péndulo Acrobot sobre un carro. Fuente: Elaboración propia.



Simulación de Resultados

Figura 5 Respuesta de los estados del Péndulo Acrobot sobre un carro con PID . Fuente:

Elaboración propia.



Simulación de Resultados

Figura 6 Comparación de la respuesta del estado 𝑥1
aplicando ASMC y PID al Péndulo Acrobot sobre un carro.

Fuente: Elaboración propia.

Figura 7 Comparación de la respuesta del estado 𝑥2
aplicando ASMC y PID al Péndulo Acrobot sobre un carro.

Fuente: Elaboración propia.



Conclusión

En este trabajo se presentó un modelo matemático a partir del Lagrangiano seguido
de las matrices correspondientes al Espacio del estado para el Acrobot sobre un
carro en un marco de referencia no inercial. Además, el diseño del Control
Adaptable por Modos Deslizantes fue implementado para estabilizar al sistema en
suposición invertida. En la simulación mediante la plataforma de Simulink del

software de Matlab,se visualizó el comportamiento del sistema no inercial con la
metodología adaptable, la cual fue comparada con la respuesta de un control PID, y
los resultados mostraron robustez cuando se aplicó el ASMC al rechazar los efectos
no inerciales no deseados.
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